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⽒名: ⻘⽊利隆 (Toshitaka Aoki)

専⾨: 多元環の表現論

加群圏 導来圏
<latexit sha1_base64="h4RjFJiLpla+WKQtrAEQWrvyibs="></latexit>

modA.
<latexit sha1_base64="pSy/d3XmjVOio2Z+7JflZv6yJ7Y="></latexit>

Db(modA).

・傾理論(Tilting/Silting theory)

現在: 2023年2⽉より神⼾⼤学(エスカラ先⽣の研究室)に所属. 
パーシステントホモロジー解析の表現論的な観点の研究に従事.

主にマルチパラメータ化に向けた理論構築





データ記述科学

位相的データ解析 (TDA=Topological Data Analysis)
パーシステントホモロジー解析 (2000年頃〜)

Mapper解析

データの「かたち」=> ”⽳” の持続性(＝パーシステンス)に着⽬

社会における様々な領域(⽣命科学・医療・産業・AI技術など)での取り組み

データの「かたち」と「うごき」に着⽬した記述⼦(=数学⾔語)の開発

応⽤領域
・材料科学
・進化⽣物学
・画像解析 等々

数学領域

・多元環の表現論
・確率論

・代数/計算トポロジー

・機械学習 等々

情報をパーシステンス図として可視化



Contents

パーシステントホモロジー解析（１パラメータ）

数学的背景
- ホモロジー群
- ポセットの表現論・区間表現
- パーシステンス図の安定性

マルチパラメータ化に向けた表現論



What’s this?



Let’s try Persistent Homology Analysis!

What’s this?



次元座標
データ

パーシステンス図

<latexit sha1_base64="12yjoZonWV5Q3m13aRfrsUOSgq4="></latexit>n

画像データ

パーシステント
ホモロジー解析

What’s this? Let’s try PH!



次元座標
データ

パーシステンス図

<latexit sha1_base64="12yjoZonWV5Q3m13aRfrsUOSgq4="></latexit>n

画像データ

パーシステント
ホモロジー解析

逆解析

Let’s try PH!What’s this?

r .



What are you doing?



What are you doing? Let’s try PH!

<latexit sha1_base64="YAlDzEx+pbYCXBzq1SbLtiuYNko="></latexit>

r = 0
<latexit sha1_base64="x3wTjIdCVVtwdjBO1wlIzqQ5zo8="></latexit>

r = 0.160
<latexit sha1_base64="GcAY1bBjDL20rcJhVLWOdDySQ+w="></latexit>

r = 0.166
<latexit sha1_base64="8ZWEI9fs0ZVLGGwjwIjlhYSFUTk="></latexit>

r = 1.122
<latexit sha1_base64="Z+6b2mObx/5iyh3xRxjWdN88w20="></latexit>

r = 1.725

<latexit sha1_base64="Qo76XvasFKXWq6ChOGZs3ayQCA8="></latexit> [

x2P

B(x, r)
<latexit sha1_base64="e3Wx7Nf/jUjAOvn7O9eX6Bt0nBg="></latexit> 半径 をどんどん⼤きくしていく.<latexit sha1_base64="rw02LOQTE5wGwGCvpONSwwhOBm8="></latexit>r
<latexit sha1_base64="e3Wx7Nf/jUjAOvn7O9eX6Bt0nBg="></latexit> “⽳”の発⽣・消滅時刻のペア(寿命)がデータの形を表わしている(と解釈).

<latexit sha1_base64="rw02LOQTE5wGwGCvpONSwwhOBm8="></latexit>r点群 に対し, 各点の周りで半径 の球体を考える. 
<latexit sha1_base64="mY0lvKth7yUReUKrL5O9f10WEeQ="></latexit>

P ✓ RN

半径



<latexit sha1_base64="x3wTjIdCVVtwdjBO1wlIzqQ5zo8="></latexit>

r = 0.160
<latexit sha1_base64="GcAY1bBjDL20rcJhVLWOdDySQ+w="></latexit>

r = 0.166
<latexit sha1_base64="8ZWEI9fs0ZVLGGwjwIjlhYSFUTk="></latexit>

r = 1.122
<latexit sha1_base64="Z+6b2mObx/5iyh3xRxjWdN88w20="></latexit>

r = 1.725

出⼒⼊⼒

⼤きい⽳(下部)の寿命
区間
⼩さい⽳(上部)の寿命
区間

What are you doing? Let’s try PH!
<latexit sha1_base64="Qo76XvasFKXWq6ChOGZs3ayQCA8="></latexit> [

x2P

B(x, r)
<latexit sha1_base64="e3Wx7Nf/jUjAOvn7O9eX6Bt0nBg="></latexit> 半径 をどんどん⼤きくしていく.<latexit sha1_base64="rw02LOQTE5wGwGCvpONSwwhOBm8="></latexit>r
<latexit sha1_base64="e3Wx7Nf/jUjAOvn7O9eX6Bt0nBg="></latexit> “⽳”の発⽣・消滅時刻のペア(寿命)がデータの形を表わしている(と解釈).

<latexit sha1_base64="rw02LOQTE5wGwGCvpONSwwhOBm8="></latexit>r点群 に対し, 各点の周りで半径 の球体を考える. 
<latexit sha1_base64="mY0lvKth7yUReUKrL5O9f10WEeQ="></latexit>

P ✓ RN

<latexit sha1_base64="+HXoDId7bhdGBcwddybTJ0aIm3w="></latexit>

[0.160, 1.725)

<latexit sha1_base64="CNoU1Jf+D+DVpyuYZYjOUR9tRvc="></latexit>

[0.166, 1.122)

<latexit sha1_base64="YAlDzEx+pbYCXBzq1SbLtiuYNko="></latexit>

r = 0半径

①

｡×



<latexit sha1_base64="YAlDzEx+pbYCXBzq1SbLtiuYNko="></latexit>

r = 0
<latexit sha1_base64="x3wTjIdCVVtwdjBO1wlIzqQ5zo8="></latexit>

r = 0.160
<latexit sha1_base64="GcAY1bBjDL20rcJhVLWOdDySQ+w="></latexit>

r = 0.166
<latexit sha1_base64="8ZWEI9fs0ZVLGGwjwIjlhYSFUTk="></latexit>

r = 1.122
<latexit sha1_base64="Z+6b2mObx/5iyh3xRxjWdN88w20="></latexit>

r = 1.725

出⼒⼊⼒

What are you doing? Let’s try PH!

<latexit sha1_base64="In95saZAD1JfDIZEwDXAIXU7L2o="></latexit>

r = 0.205
<latexit sha1_base64="2OOiLyLZoWydCKTO16IA31XZOeg="></latexit>

r = 0.881

<latexit sha1_base64="Qo76XvasFKXWq6ChOGZs3ayQCA8="></latexit> [

x2P

B(x, r)
<latexit sha1_base64="e3Wx7Nf/jUjAOvn7O9eX6Bt0nBg="></latexit> 半径 をどんどん⼤きくしていく.<latexit sha1_base64="rw02LOQTE5wGwGCvpONSwwhOBm8="></latexit>r
<latexit sha1_base64="e3Wx7Nf/jUjAOvn7O9eX6Bt0nBg="></latexit> “⽳”の発⽣・消滅時刻のペア(寿命)がデータの形を表わしている(と解釈).

<latexit sha1_base64="rw02LOQTE5wGwGCvpONSwwhOBm8="></latexit>r点群 に対し, 各点の周りで半径 の球体を考える. 
<latexit sha1_base64="mY0lvKth7yUReUKrL5O9f10WEeQ="></latexit>

P ✓ RN

半径



ヘモグロビン

PDBエントリーID
1A3N

標準アミノ酸を
構成している

原⼦のx, y, z座標
 [Å]を図⽰

(DEOXY HUMAN 
HEMOGLOBIN)

出典: Protein Data
Bank Japan

材料科学における適⽤例

アモルファスシリカ

出典: S. L. Roux,V.Petkov, 
ISAACS ‒ Interactive

structure analysis 
of amorphous and
crystalline systems. 
J. Appl. Cryst. 43, 
181‒185 (2010).

https://isaacs.sourceforge.io/ex.html

(AMORPHOUS SILICA)

Å: オングストローム
 (1Å = 0.1 ナノメートル)



ヘモグロビン

PDBエントリーID
1A3N

標準アミノ酸を
構成している

原⼦のx, y, z座標
 [Å]を図⽰

(DEOXY HUMAN 
HEMOGLOBIN)

出典: Protein Data
Bank Japan

材料科学における適⽤例

アモルファスシリカ

出典: S. L. Roux,V.Petkov, 
ISAACS ‒ Interactive

structure analysis 
of amorphous and
crystalline systems. 
J. Appl. Cryst. 43, 
181‒185 (2010).

https://isaacs.sourceforge.io/ex.html

(AMORPHOUS SILICA)

Å: オングストローム
 (1Å = 0.1 ナノメートル)

平岡先⽣(京都⼤学)らによる
ガラスの原⼦配置の解析(2016)

パーシステントホモロジー解析により
・中距離秩序構造の記述および
・液体とガラス状態の内部構造の違い

の幾何学的特徴付けに成功.
論⽂情報: Y. Hiraoka, T. Nakamura, A. Hirata, E. G. Escolar, 
K. Matsue, and Y. Nishiura, “Hierarchical structures 
of amorphous solids characterized by persistent homology”,
Proceedings of the National Academy of Sciences.

https://www.jst.go.jp/pr/announce/20160614/index.html

参考資料: ガラスの「形」を数学的に解明～トポロジーで読
み解く無秩序の中の秩序～

PH解析の材料科学における最初期の成功例



PH is not robust and unstable to outliers.

Hmm… Their PD look quite different.



Hmm… Are they similar to each other? 

Yes, they are similar by stability!



Oh… I can imagine. Exercise.



計算ソフトウェア

RIVET（2パラメータの不変量計算）

HomCloud（逆解析の機能、国産） 今回の資料作成に使⽤

など他にも多数

Ripser

GUDHI



パーシステントホモロジー解析の流れ

⼊⼒: データ

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

形を捉える

単体的複体の
ホモロジー

マルチスケール
で捉える

フィルトレーション
付き単体的複体

パーシステンス
加群

マルチスケールで
形を捉える

<latexit sha1_base64="BBIaI+9fdWyliwHK33CwaCp118U="></latexit>

Hq(P ) ! Hq(X1) ! Hq(X2) ! Hq(X3) ! Hq(X4)

<latexit sha1_base64="WH5wjWSm0xE/riZ2dAGAQnGpWjQ="></latexit>

Hq(F ) ⇠=
mM

i=1

V[ai,bi]

出⼒: PD

<latexit sha1_base64="/i6FLFZNhsGugZZVOmiJZFcXFkE="></latexit>✓
<latexit sha1_base64="Xfqz7x57jhKAn6YUbflNt9lmENY="></latexit>

X1
<latexit sha1_base64="2oyBNIhdNnOZoWoHDYA/Eo8q4C0="></latexit>

X2
<latexit sha1_base64="zbiKDVxBn2/GiAY0ijj276Pri2A="></latexit>

X3
<latexit sha1_base64="dh3JEfV/QhI5AWsVbCfx23FG6Tg="></latexit>

X4
<latexit sha1_base64="/i6FLFZNhsGugZZVOmiJZFcXFkE="></latexit>✓ <latexit sha1_base64="/i6FLFZNhsGugZZVOmiJZFcXFkE="></latexit>✓ <latexit sha1_base64="/i6FLFZNhsGugZZVOmiJZFcXFkE="></latexit>✓

<latexit sha1_base64="MaW40EE/LqHDhTICh6af03xZDp8="></latexit>

F :
<latexit sha1_base64="rSySTNF50jYL6aquVPZ2aDh0uso="></latexit>

X0

ε 原等
｡ 物体 の 配置
特徴量
CT画像
:



MATHEMATICAL FOUNDATIONS



<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysis単体的複体

-単体 頂点<latexit sha1_base64="s5dolBA90cwoTWRTy6WyLFGGsvo="></latexit>

0

-単体 辺<latexit sha1_base64="xcu0NcqPDMrviXGbUq1frg+h26o="></latexit>

1
-単体 ⾯<latexit sha1_base64="j+yt33xFO8HNl7ZWJXjs0pnG4zE="></latexit>

2
・
・

・

有限集合  の部分集合の集まり が

を満たすとき,  を頂点に  を持つ（抽象的）単体的複体と呼ぶ. 

<latexit sha1_base64="eQOhTHymu1VmRN+niiRckFqX2tc="></latexit>

K ✓ 2V

<latexit sha1_base64="hZTdENr1RHzteGC4tI5jecmSJWU="></latexit>

K
<latexit sha1_base64="B1fI7+/Ejz1WakKEvr6vfGPtQPQ="></latexit>

V

<latexit sha1_base64="B1fI7+/Ejz1WakKEvr6vfGPtQPQ="></latexit>

V

<latexit sha1_base64="rlQUjrmHrNmK8y6hNM+ZqDV/0lQ="></latexit>

• ⌧ ✓ � ✓ V, � 2 K =) ⌧ 2 K

<latexit sha1_base64="nGLkys6Sw/tjyaUf3MdQV3s9jkA="></latexit>

• v 2 V =) {v} 2 K

Definition（単体的複体）

Example
<latexit sha1_base64="bbHc1rE4ffGKZ/8NY4dOLTRySeA="></latexit>

V = {v1, v2, v4, v5},
K := {�1, . . . ,�10}, where

�i := {vi} (vi 2 V ),

�3 := {v1, v2},
�10 := {v2, v4, v5}, etc.

<latexit sha1_base64="kYG5TUjQWijIfdjEeyMqUn0/5fY="></latexit>

�2 = {v2}

�5 = {v5}

�4 = {v4} �1 = {v1}
�7 �3

�6 �8

�9�10



<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysis

<latexit sha1_base64="XLmd23ZmGbA2Sx4O+1G3qYIog8w="></latexit>

� = {v0, . . . , vq} 7!
qX

r=0

(�1)r{v0, . . . , vr�1, vr+1, . . . , vq}.

<latexit sha1_base64="ks5rZ7MJTMBBbNsQTqhqedK0VRA="></latexit>

• @q : Cq(K; k) ! Cq�1(K; k) s.t. @q�1 � @q = 0,

ホモロジーは関⼿的.
: 単体写像に対し,                                          : 線型写像.<latexit sha1_base64="V4sa+kosCUpxGjVSJMRYWjbP7Ko="></latexit>

f : K ! L
<latexit sha1_base64="DIqSR8aKlYpoE9nxcLjw0jhxJzw="></latexit>

Hq(f) : Hq(K) ! Hq(L)

ExampleDefinition（ 次ホモロジー群）<latexit sha1_base64="wCyESYZPLjQ/frmjJb1BnFRUMxw="></latexit>q

ホモロジー群

鎖複体
<latexit sha1_base64="DiBFNCAjhu1UstwEjHE00a0xsTI="></latexit>

• Cq(K; k) := spank {� | � 2 K, #� = q + 1}.

: 単体的複体.<latexit sha1_base64="MFaBN9urEn/b5pF73SAr3+8HJXQ="></latexit>

K : 体 (e.g., 複素数体 , 有限体 )
<latexit sha1_base64="mbMeoUdbA/O5lCzvUKxFmZf3KEQ="></latexit>

Fp = Z/pZ<latexit sha1_base64="TaGylJVCuGo/tD9oNUV1YL/0628="></latexit>

k
<latexit sha1_base64="XjEQkFIvksgaj/O3bYEHpmTecBY="></latexit>

C
<latexit sha1_base64="R+Is/AnFgoKiLbnn9N+GF4yO3Go="></latexit>

C(K; k) = (Cq(K; k), @q)q2Z, where

<latexit sha1_base64="2n6/2tPJwXalhn3aUFjbXOuacbk="></latexit>

Hq : Simp ! vect k.

<latexit sha1_base64="Fq5fHuS9VpqjFLb8980oxGEjVQo="></latexit>

Hq(K; k) := Ker @q/Im @q+1.



<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysis

<latexit sha1_base64="XLmd23ZmGbA2Sx4O+1G3qYIog8w="></latexit>

� = {v0, . . . , vq} 7!
qX

r=0

(�1)r{v0, . . . , vr�1, vr+1, . . . , vq}.

<latexit sha1_base64="ks5rZ7MJTMBBbNsQTqhqedK0VRA="></latexit>

• @q : Cq(K; k) ! Cq�1(K; k) s.t. @q�1 � @q = 0,

ExampleDefinition（ 次ホモロジー群）<latexit sha1_base64="wCyESYZPLjQ/frmjJb1BnFRUMxw="></latexit>q

ホモロジー群

鎖複体
<latexit sha1_base64="DiBFNCAjhu1UstwEjHE00a0xsTI="></latexit>

• Cq(K; k) := spank {� | � 2 K, #� = q + 1}.

: 単体的複体.<latexit sha1_base64="MFaBN9urEn/b5pF73SAr3+8HJXQ="></latexit>

K : 体 (e.g., 複素数体 , 有限体 )
<latexit sha1_base64="mbMeoUdbA/O5lCzvUKxFmZf3KEQ="></latexit>

Fp = Z/pZ<latexit sha1_base64="TaGylJVCuGo/tD9oNUV1YL/0628="></latexit>

k
<latexit sha1_base64="XjEQkFIvksgaj/O3bYEHpmTecBY="></latexit>

C
<latexit sha1_base64="R+Is/AnFgoKiLbnn9N+GF4yO3Go="></latexit>

C(K; k) = (Cq(K; k), @q)q2Z, where

<latexit sha1_base64="KlFU7KvFk1leVT4FlpNBpPQbUGM="></latexit>

H0
<latexit sha1_base64="ned1ab/0OnrRLbaIJJJRRc/EAaM="></latexit>

H1
<latexit sha1_base64="0Ii33ntal/0zwf+H8UOqZPtzKR4="></latexit>

H2

連結成分
⽳
空洞

<latexit sha1_base64="z0YW6HqvhcpOrhlEjZEyJXCwJJc="></latexit> �2

�5

�4 �1

�7 �3

�6 �8

�9�10

<latexit sha1_base64="pV5a3qQBbCyZLdA5TwA/lrQ8rvk="></latexit>

dimk Hq(K, k) =

8
><

>:

1 q = 0,

1 q = 1,

0 q � 2.

<latexit sha1_base64="Fq5fHuS9VpqjFLb8980oxGEjVQo="></latexit>

Hq(K; k) := Ker @q/Im @q+1.



ホモロジー群

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysis

<latexit sha1_base64="sciePH5h1LX0iiLLxhRa1TW6Xkw="></latexit> [

x2P

B(x; r) ' |Č(P, r)| =) Hq

� [

x2P

B(x; r)
�
' Hq(Č(P, r))

<latexit sha1_base64="7rwksfqAHs6agMzkXPA1D7LNhaQ="></latexit>

dimk H0
<latexit sha1_base64="XSeRQ8zxybSv6R1x65xmvFVLpYg="></latexit>

dimk H1

<latexit sha1_base64="xC935B8AG1KK589Y++r4nUVhqIg="></latexit>

<latexit sha1_base64="aZJ1ttDW8mSYymqhxWznyNmn2A8="></latexit>

<latexit sha1_base64="mVNKurVIZ+OLB0RktkM8tX48M8I="></latexit>

r = 0.6
<latexit sha1_base64="nls6m1NJ9VwOfcAjq0GIF/FNgCs="></latexit>

r = 0.8

チェック複体

1
1 1

0



<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysisフィルトレーション

ExampleDefinition（sub-level set filtration）
<latexit sha1_base64="/Ywz48wlu4Bk1Ar28qf9huS5SW0="></latexit>

X : 位相空間 or 単体的複体. 与えられた関数  に対し, 
<latexit sha1_base64="T5fpzHL9CFCj2o3D3h8I5njqPNU="></latexit>

f : X ! R
<latexit sha1_base64="1SgkooX8HzOkv1whgmJ5Bq8p8MM="></latexit>

S"(f) := (S"(f)r)r2Rの部分空間の族                                     : <latexit sha1_base64="/Ywz48wlu4Bk1Ar28qf9huS5SW0="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="ObBdvh295KgL042/rc1Px5fiufw="></latexit>

S"(f)r := f�1((�1, r]) ✓ X

を    による    のsub-level set filtrationと呼ぶ. 実際, 以下が成⽴. <latexit sha1_base64="/Ywz48wlu4Bk1Ar28qf9huS5SW0="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="CwWRdiDpyteXyJtkliZPJFAgXKE="></latexit>

f
<latexit sha1_base64="VgNzTvJNpvgPnmJ1f0hiA1uYtCM="></latexit>

r  s =) S"(f)r ✓ S"(f)s.

ただし,     が単体的複体の場合は以下の条件を課すものとする. 
<latexit sha1_base64="bFClZ6/km2JCI0Jz0CHV1ozJvp0="></latexit>

⌧ ✓ � =) f(⌧)  f(�).

<latexit sha1_base64="/Ywz48wlu4Bk1Ar28qf9huS5SW0="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="anIa6Tg0xmXQKhBuNbX4JlAeONU="></latexit>

F : R-filtration def() F : R ! Top/Simp s.t. F (r) ✓ F (s) ( 8r  s)



Example (点を膨らませる構成はsub-level set filtrationである.)

フィルトレーション

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysis

有限集合              に対し,                上の関数     を次で定める. 
<latexit sha1_base64="K4TbTJ9//WU/e2jzPyHYda8F7q8="></latexit>

P ⇢ RN
<latexit sha1_base64="A3qD3aHENspOTjCybwl1FcPXdYs="></latexit>

X := RN
<latexit sha1_base64="zSqy4wKvgDmbdbrL9NQ5Y6nS1yc="></latexit>

fP

このとき, sub-level set filtration  について以下が成⽴. 
<latexit sha1_base64="x1gEw1IQpzxT0YJTCji0K9x25Io="></latexit>

S"(fP )

他にもVietoris-Rips filtrationや, super-level bi-filtrationなども
sub-level set filtrationとして構成できる.

<latexit sha1_base64="7Q4RopcU+v4iiM6J5gzgT+huXo4="></latexit>

S"(fP )r =
[

x2P

B(x, r) (' |Č(P, r)|).

<latexit sha1_base64="gJELRCxDtFfHzzKflz1oEYTVxNo="></latexit>

fP : RN //

2

R

2

y � // inf
x2P

kx� yk.



フィルトレーション

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysis

Observation

に対し(e.g. ), sub-level set filtration             

を得た. 特に, 任意の増⼤列 に対し

の関⼿性より, 次のベクトル空間と線型写像の列を得る. 

<latexit sha1_base64="T5fpzHL9CFCj2o3D3h8I5njqPNU="></latexit>

f : X ! R <latexit sha1_base64="gQttjmpbIhZGzm0caTZczk0auI4="></latexit>

f = fP
<latexit sha1_base64="w90XWfrNPbaMMyJA7Y2Z/Vp6lIk="></latexit>

S"(f) = (S"(f)r)r2R where S"(f)r = f�1((�1, r])

<latexit sha1_base64="2ukarTXSiPvE+MSfEqpZ8pHWsQA="></latexit>

Hq

<latexit sha1_base64="y42yqh2YR5t81Nh6OGVeQ/zTe60="></latexit>

r0 < r1 < r2 < · · ·
<latexit sha1_base64="o7uBiDHC1L1R2dxROXMJGKVtFLw="></latexit>

S"(f)r0
◆0

,��! S"(f)r1
◆1

,��! S"(f)r2
◆2

,��! · · · .

<latexit sha1_base64="/ZbzoyfxcULBT3HPAlrNAds1hgc="></latexit>

Hq(S
"(f)r0)

Hq(◆0)����! Hq(S
"(f)r1)

Hq(◆1)����! Hq(S
"(f)r2)

Hq(◆2)����! · · ·



フィルトレーション

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysis

Observation

に対し(e.g. ), sub-level set filtration             

を得た. 特に, 任意の増⼤列 に対し

の関⼿性より, 次のベクトル空間と線型写像の列を得る. 

<latexit sha1_base64="T5fpzHL9CFCj2o3D3h8I5njqPNU="></latexit>

f : X ! R <latexit sha1_base64="gQttjmpbIhZGzm0caTZczk0auI4="></latexit>

f = fP
<latexit sha1_base64="w90XWfrNPbaMMyJA7Y2Z/Vp6lIk="></latexit>

S"(f) = (S"(f)r)r2R where S"(f)r = f�1((�1, r])

<latexit sha1_base64="2ukarTXSiPvE+MSfEqpZ8pHWsQA="></latexit>

Hq

<latexit sha1_base64="y42yqh2YR5t81Nh6OGVeQ/zTe60="></latexit>

r0 < r1 < r2 < · · ·
<latexit sha1_base64="o7uBiDHC1L1R2dxROXMJGKVtFLw="></latexit>

S"(f)r0
◆0

,��! S"(f)r1
◆1

,��! S"(f)r2
◆2

,��! · · · .

<latexit sha1_base64="/ZbzoyfxcULBT3HPAlrNAds1hgc="></latexit>

Hq(S
"(f)r0)

Hq(◆0)����! Hq(S
"(f)r1)

Hq(◆1)����! Hq(S
"(f)r2)

Hq(◆2)����! · · ·

: functor.
<latexit sha1_base64="1Y6Tg+4TOSyyuYb3+nb/DtZ82lI="></latexit>

R S"(f)����! Top/Simp
Hq(�;k)�����! vect k

パーシステンス加群(表現).
<latexit sha1_base64="Ye/8g+BrTvK/83I4xwWRWvoI0pM="></latexit>R -



ポセット   の表現の圏
<latexit sha1_base64="WGRly55Yl4oAhsJMVsNKVIA6UsE="></latexit>

P
<latexit sha1_base64="eznTjOsMgIR30IHAis4udTEoyGo="></latexit>

repk(P ) := Fun(P, vect k)

Morphisms:
•  

<latexit sha1_base64="PHuOgUoTg96ulV3Nlzv8Ip5BZ00="></latexit>

N(x  y) � fx = fy �M(x  y) (8x  y).
<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysis

Objects: <latexit sha1_base64="pXzWf9GCS5jmiVqpQvDaSvfatrg="></latexit>

M = (M(x),M(x  y))x,y2P s.t.

• 各元  に対し, は有限次元 ベクトル空間.
• 各 に対し,  は 線型写像.
•  
•  

<latexit sha1_base64="MyEfZj1WC+WmduGqtSAQcr0Y7co="></latexit>

k
<latexit sha1_base64="MyEfZj1WC+WmduGqtSAQcr0Y7co="></latexit>

k

<latexit sha1_base64="HHZXyhatHpQ4/3po+BIavk5K1dI="></latexit>

x 2 P
<latexit sha1_base64="97M6diac0gYwyxZnKDKYizWF0DA="></latexit>

M(x)
<latexit sha1_base64="tWgVbHnnDpxQn+S0fdDt+Ner3nk="></latexit>

x  y
<latexit sha1_base64="V0NMruz4TW8r9VQV2jGSl1kBEzI="></latexit>

M(x  y) : M(x) ! M(y)
<latexit sha1_base64="JUdRGmVXeO/7Swwzz2GckD9R/3k="></latexit>

M(x  x) = idM(x) (8x 2 P ).
<latexit sha1_base64="nabuYxitdXCdxQdJkJi5TdSEwf8="></latexit>

M(y  z) �M(x  y) = M(x  z) (8x  y  z)
<latexit sha1_base64="TpjwO31r6XMhowCPB1Q8rOqIh+c="></latexit>

M(x)
M(xy) //

fx
✏✏

M(y)

fy

✏✏
N(x)

N(xy) //

 

N(y)

Example

<latexit sha1_base64="Jqpjm2A/TAwqK7NcLtU93oWYP4g="></latexit>

P =
<latexit sha1_base64="qOtoXXAVEI73UP1qNYCgcsfz3EA="></latexit>

M :=

<latexit sha1_base64="0quWrkj5BffyphQD53jyjpQtK9I="></latexit>

k3

k2

k3

k.k  


1 0
0 0
0 1

�

id

[ 1 1 1 ]

h
1
1

i


1
0
1

�

<latexit sha1_base64="8jEBJSu9OuI5MnUpvndPaQQ3qRw="></latexit>

z

y

w

v,x










<latexit sha1_base64="p0uYbBIM0hoqpHHOJHGPINleHkA="></latexit>

f = (fx)x2P : M ! N s.t.



• はアーベル圏.
• 上で直既約分解の⼀意性が成⽴(Kull-Schmidtの定理).
• が有限集合のとき, は隣接代数  の加群圏と圏同値.

<latexit sha1_base64="a56dit76aa+Dnig59rE9XdYUjHY="></latexit>

repk(P )
<latexit sha1_base64="a56dit76aa+Dnig59rE9XdYUjHY="></latexit>

repk(P )
<latexit sha1_base64="sIjHFMt930p9fPacBAlGBE4zER4="></latexit>

P
<latexit sha1_base64="a56dit76aa+Dnig59rE9XdYUjHY="></latexit>

repk(P )
<latexit sha1_base64="PbKsCenAp/UYZtbRtXcQP8j8Ceg="></latexit>

k[P ]

ポセット   の表現の圏
<latexit sha1_base64="WGRly55Yl4oAhsJMVsNKVIA6UsE="></latexit>

P
<latexit sha1_base64="eznTjOsMgIR30IHAis4udTEoyGo="></latexit>

repk(P ) := Fun(P, vect k)

Morphisms:
•  

<latexit sha1_base64="PHuOgUoTg96ulV3Nlzv8Ip5BZ00="></latexit>

N(x  y) � fx = fy �M(x  y) (8x  y).
<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysis

Objects: <latexit sha1_base64="pXzWf9GCS5jmiVqpQvDaSvfatrg="></latexit>

M = (M(x),M(x  y))x,y2P s.t.

• 各元  に対し, は有限次元 ベクトル空間.
• 各 に対し,  は 線型写像.
•  
•  

<latexit sha1_base64="MyEfZj1WC+WmduGqtSAQcr0Y7co="></latexit>

k
<latexit sha1_base64="MyEfZj1WC+WmduGqtSAQcr0Y7co="></latexit>

k

<latexit sha1_base64="HHZXyhatHpQ4/3po+BIavk5K1dI="></latexit>

x 2 P
<latexit sha1_base64="97M6diac0gYwyxZnKDKYizWF0DA="></latexit>

M(x)
<latexit sha1_base64="tWgVbHnnDpxQn+S0fdDt+Ner3nk="></latexit>

x  y
<latexit sha1_base64="V0NMruz4TW8r9VQV2jGSl1kBEzI="></latexit>

M(x  y) : M(x) ! M(y)
<latexit sha1_base64="JUdRGmVXeO/7Swwzz2GckD9R/3k="></latexit>

M(x  x) = idM(x) (8x 2 P ).
<latexit sha1_base64="nabuYxitdXCdxQdJkJi5TdSEwf8="></latexit>

M(y  z) �M(x  y) = M(x  z) (8x  y  z)
<latexit sha1_base64="TpjwO31r6XMhowCPB1Q8rOqIh+c="></latexit>

M(x)
M(xy) //

fx
✏✏

M(y)

fy

✏✏
N(x)

N(xy) //

 

N(y)

<latexit sha1_base64="p0uYbBIM0hoqpHHOJHGPINleHkA="></latexit>

f = (fx)x2P : M ! N s.t.



• は直既約表現である. 実際, が成⽴. 
• の部分表現や商表現は区間表現の直和である. 

<latexit sha1_base64="FpO29I3R6czqtRBv68E//fftdq8="></latexit>

VI
<latexit sha1_base64="zjNKtxbNTWVD0JZOxyNJGQIP3jM="></latexit>

End(VI) ⇠= k

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysis

Definition（区間）
 の部分集合  が区間であるとは, 次を満たすときをいう. <latexit sha1_base64="sIjHFMt930p9fPacBAlGBE4zER4="></latexit>

P
<latexit sha1_base64="EvO0cSXomchaW6Bme8gSPLxYvhI="></latexit>

I

• (凸性) 
• (連結性) 

Definition（区間表現）
<latexit sha1_base64="sIjHFMt930p9fPacBAlGBE4zER4="></latexit>

P の区間 に対し, 区間表現 を以下で定義する. <latexit sha1_base64="EvO0cSXomchaW6Bme8gSPLxYvhI="></latexit>

I
<latexit sha1_base64="CcZrGgh7rQ2UndpmP0gXR27GnuU="></latexit>

VI 2 repk(P )
<latexit sha1_base64="g/u/AHRzQ23p7aRUJsLPUW3aQrI="></latexit>

VI(x) =

(
k if x 2 I,

0 otherwise,
and VI(x  y) =

(
idk if x, y 2 I,

0 otherwise.

<latexit sha1_base64="FpO29I3R6czqtRBv68E//fftdq8="></latexit>

VI

<latexit sha1_base64="8Og6ZERAx0jy6udktFmoMpm2c/c="></latexit>

zj < zj+1 or zj > zj+1 (0  j  m� 1).

<latexit sha1_base64="Wn22AwNxJqrcKjZ/GweicgHhvJ8="></latexit>

8x, y 2 I, 9x = z0, z1, . . . , zm�1, zm = y s.t.

<latexit sha1_base64="oFQptEz8p66BxmygWScf/fLjGtU="></latexit>

8x, y 2 I, 8 z 2 P, x < z < y =) z 2 I.

ポセット   の表現の圏
<latexit sha1_base64="WGRly55Yl4oAhsJMVsNKVIA6UsE="></latexit>

P
<latexit sha1_base64="eznTjOsMgIR30IHAis4udTEoyGo="></latexit>

repk(P ) := Fun(P, vect k)

I
e



<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysisの表現の圏
<latexit sha1_base64="NS0RpLndsu2F4fX5x4to+54xD1c="></latexit>

P = (R,)
<latexit sha1_base64="C3H/nc+zD7yMTNZIZrRBEYGulQI="></latexit>

repk(R)

Theorem[Crawley-Boevey ʻ15] (cf. Gabrielʼs thm for   ) 
の任意の直既約表現は区間表現である. したがって, 

<latexit sha1_base64="9KW2knOgGwhvO8anJdWx5fEQa6U="></latexit>

repk(R)
任意の表現 は以下の形の直和に同型となる. 

<latexit sha1_base64="7HqN0SVdzav//cLptwr2lIdBVcc="></latexit>

M ⇠=
M

I2B(M)

VI .

上の区間は以下の形のいずれか (  で表わす).
<latexit sha1_base64="B/Y9XHij8IqxSLDdHx9YlZGKQQM="></latexit>

(R,)
<latexit sha1_base64="U3W587Dt29Z3v3m5m+EnL13vgyI="></latexit>

[a, b], (a, b], [a, b), (a, b), [a,1), (a,1), (�1, b], (�1, b).

Definition（パーシステンス図）
とおく. 上の多重集合

<latexit sha1_base64="na1yoJbiwky/gZ2p9wzlbPTAsVY="></latexit>

R 2

を表現   のパーシステンス図と呼ぶ.<latexit sha1_base64="nkrrng7/fSAfzaCUtbe3kqp/CcM="></latexit>

M

<latexit sha1_base64="bUAQ17wgiYo6D2U3gd4TG44EV1E="></latexit>

R := R t {±1}

<latexit sha1_base64="ebnzOuvLCvKR6QUjxP7Zb1ZNALc="></latexit>

I = ha, bi

<latexit sha1_base64="gD4MV8KW+LdF+UwTFIjXn8O6S8w="></latexit>

An

<latexit sha1_base64="oMfdVCFR/ZB2HeWZTizpbYDJLGE="></latexit>

M 2 repk(R)

<latexit sha1_base64="fv1yjLojzlxjZBBFGWRc0mqxo3c="></latexit>

D(M) := {(a, b) 2 R2 | I = ha, bi 2 B(M)}



Example (over  )

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysisの表現の圏
<latexit sha1_base64="NS0RpLndsu2F4fX5x4to+54xD1c="></latexit>

P = (R,)
<latexit sha1_base64="C3H/nc+zD7yMTNZIZrRBEYGulQI="></latexit>

repk(R)

<latexit sha1_base64="NpIpTakUk2NWqEwHQhPM60n2W64="></latexit>

K :=

<latexit sha1_base64="rSHrjlRsGZbB+K4CFNVMwSGo3YA="></latexit>

f : K ! R, f(�t) = t (1  t  10).

の基底

<latexit sha1_base64="5C+MuQ9dtCwr28Vr1czJPQR+sI8="></latexit>

S"(f)r = {�t 2 K | t  r}.

<latexit sha1_base64="tKVVIrlOhWdpy0Q9iijy+a+NmEA="></latexit>

[z]
<latexit sha1_base64="tKVVIrlOhWdpy0Q9iijy+a+NmEA="></latexit>

[z]
<latexit sha1_base64="NkhUtjniLXAHr49FH4GyTaYJljM="></latexit>

[�6 + �7 + �9]

<latexit sha1_base64="jL+FKp2JsfFOq9lDXln70JvSw+0="></latexit>

;
<latexit sha1_base64="YcJ9gZ5x1YXii+YzZjaIVftqRak="></latexit>

[z := �3 + �8 + �6 + �7]

<latexit sha1_base64="7MaFQl2ehtL+1U0QKzto0jCfb2Q="></latexit> �2

�5

�4 �1
�7 �3

�6 �8
�9�10

<latexit sha1_base64="hR0C8vXEWM6qZE+UPGy6bVpTN0g="></latexit>

(r < 8)
�2

�5

�4 �1
�7 �3

�6

<latexit sha1_base64="vKkMR7aFlg31fk0p7oG2HEqw2Lc="></latexit>

(8  r < 9)
�2

�5

�4 �1
�7 �3

�6 �8

<latexit sha1_base64="3gn9vpOptFUagwlEWS3CVoybFjw="></latexit>

(9  r < 10)
�2

�5

�4 �1
�7 �3

�6 �8
�9

<latexit sha1_base64="Tk5HSjtiWI1BbI0zQugRT+x3usY="></latexit>

(10  r)
�2

�5

�4 �1
�7 �3

�6 �8
�9�10

<latexit sha1_base64="7dhfNV0SFMXfaw0RN+/xzSVs6dg="></latexit>

H1(S"(f)r)

<latexit sha1_base64="0M0p9Z2zZ4AlZ3b2AT0C/EV5kdI="></latexit>

H1(S"(f))

<latexit sha1_base64="i41HTG22cycJzI3c9mPCr6jziC0="></latexit>

S"(f)r

<latexit sha1_base64="vjHObvfKPFGytfOvmMUxLdTBgos="></latexit>

· · · 0 k k2 k · · ·0 [ 10 ] [ 1 0 ] idk

<latexit sha1_base64="PTwHN1m0eniUngq+2XFz61ajDSw="></latexit>

k := F2.

<latexit sha1_base64="ivM4G8KgEZyU84K/mKjMpM4e5lE="></latexit>⇠= V[8,1) � V[9, 10).



⾏列演算による標準アルゴリズムでは . 
e.g. 単体的複体の列から直接パーシステンス図が計算できる:   

実⽤上, 効率のよい計算アルゴリズムが既に実装されている. 

cf. 

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysis

<latexit sha1_base64="/9kH/CjGtHKU60Oo7aYXQierT9E="></latexit>

O(n3) (   は単体の個数)<latexit sha1_base64="Tvy2DAnxVzzFxQtmnbBRTsk8teA="></latexit>n

の表現の圏
<latexit sha1_base64="NS0RpLndsu2F4fX5x4to+54xD1c="></latexit>

P = (R,)
<latexit sha1_base64="C3H/nc+zD7yMTNZIZrRBEYGulQI="></latexit>

repk(R)

パーシステンス図を得るためには
表現の直既約分解の計算が必要…

というわけではない!

<latexit sha1_base64="bzEIIMC848SDlhRyKyNdF/MiqjQ="></latexit>

O(n!) for ! := matrix multiplication time < 2.371552.



パーシステントホモロジー解析の流れ(再訪)

⼊⼒:データ

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="BBIaI+9fdWyliwHK33CwaCp118U="></latexit>

Hq(P ) ! Hq(X1) ! Hq(X2) ! Hq(X3) ! Hq(X4)

<latexit sha1_base64="WH5wjWSm0xE/riZ2dAGAQnGpWjQ="></latexit>

Hq(F ) ⇠=
mM

i=1

V[ai,bi]

出⼒:PD

<latexit sha1_base64="eFffrOvxDHy4XzizZFk3DyZG2Bs="></latexit>

P ✓ RN .
<latexit sha1_base64="+DE5GdpGFwTYoksF0/BbeclEoT4="></latexit>

X : Top/Simp.

<latexit sha1_base64="pczTYDH7VpQtEFeTHaOfXh7dKDM="></latexit>

in repk(R).
<latexit sha1_base64="pgfe5n1deukCq1dwv0/Gdcssusk="></latexit>

Vf
⇠=

<latexit sha1_base64="DXwstBcMjMvHunsiwoNdVMk8xjg="></latexit> M

I2B(Vf )

<latexit sha1_base64="Pkhfsvg49qdA0bmIn1DLyDtejhM="></latexit>

VI

<latexit sha1_base64="Pkhfsvg49qdA0bmIn1DLyDtejhM="></latexit>

VI : 区間表現.

<latexit sha1_base64="J1INCfCjPUrqVdf8H4j0N5oYwzA="></latexit>

Vf := Hq(S"(f)).

<latexit sha1_base64="E+KGAacQUTmySREsid4aTHnxVwg="></latexit>

D(Vf )

<latexit sha1_base64="EbF4vp3sIemb49IcP/nXr6qjCsg="></latexit>

f : X ! R.

Sub-level set filt.

<latexit sha1_base64="R8EfG85OlkIBsN9sI4nYsPHLtFU="></latexit>

fP : RN ! R.

<latexit sha1_base64="d23q78ORUgh+5pzq/V2kDqwvCMg="></latexit>

S"(f) = (S"(f)r)r2R :

:パーシステンス図.

<latexit sha1_base64="/i6FLFZNhsGugZZVOmiJZFcXFkE="></latexit>✓
<latexit sha1_base64="Xfqz7x57jhKAn6YUbflNt9lmENY="></latexit>

X1
<latexit sha1_base64="2oyBNIhdNnOZoWoHDYA/Eo8q4C0="></latexit>

X2
<latexit sha1_base64="zbiKDVxBn2/GiAY0ijj276Pri2A="></latexit>

X3
<latexit sha1_base64="dh3JEfV/QhI5AWsVbCfx23FG6Tg="></latexit>

X4
<latexit sha1_base64="/i6FLFZNhsGugZZVOmiJZFcXFkE="></latexit>✓ <latexit sha1_base64="/i6FLFZNhsGugZZVOmiJZFcXFkE="></latexit>✓ <latexit sha1_base64="/i6FLFZNhsGugZZVOmiJZFcXFkE="></latexit>✓

<latexit sha1_base64="MaW40EE/LqHDhTICh6af03xZDp8="></latexit>

F :
<latexit sha1_base64="rSySTNF50jYL6aquVPZ2aDh0uso="></latexit>

X0



パーシステンス図の安定性
Stability



Hmm... Are they similar to each other? 

Yes, they are similar by stability!

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysis



Definition（bottleneck distance）

上の多重集合   の間の部分マッチングとは, 次の形の

のことである. さらに   のコスト を以下で定める.
<latexit sha1_base64="nkrrng7/fSAfzaCUtbe3kqp/CcM="></latexit>

M
<latexit sha1_base64="UDNRVWVGHNSVPzRJQltrPQgrjYA="></latexit>

c(M)

<latexit sha1_base64="UsX65lGc75/ehFUfJlWDn72uqDY="></latexit>

A � A
⇠�!
M

B ⇢ B

ボトルネック距離とは, 次で定義される拡張擬距離: 

安定性(stability)

<latexit sha1_base64="sb7WE9MoaqXGzr4w5er3Uh4GdfM="></latexit>

R2 <latexit sha1_base64="KwF0yRhnjvjHXtFmNwAASidr87I="></latexit>

A, B
全単射  :

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysis

<latexit sha1_base64="qq/2b193e6SlvzzOtrxK+ECINUQ="></latexit>

M

“拡張” … 値に を取り得る.<latexit sha1_base64="qojQUiL7vCn9qlxmqwveaz0Ijzw="></latexit>1
“擬距離” … 

<latexit sha1_base64="O+ja2A3WutC0R1VRCPUzcD4p4m8="></latexit>

dB(A,B) = 0 6) A = B.

<latexit sha1_base64="bUAQ17wgiYo6D2U3gd4TG44EV1E="></latexit>

R := R t {±1} : 拡張実数

<latexit sha1_base64="xg3HzBRCYffnPTwtNixnjzY89hk="></latexit>

c(M) := max

(
sup
p2A

kp�M(p)k1, sup
q 62AtB

|q2 � q1|
2

)
.

<latexit sha1_base64="qpI/oC50JMkAYKqgzlFnJcWMHM0="></latexit>

dB(A,B) := inf
M

c(M).



Definition（bottleneck distance）

上の多重集合   の間の部分マッチングとは, 次の形の

のことである. さらに   のコスト を以下で定める.
<latexit sha1_base64="nkrrng7/fSAfzaCUtbe3kqp/CcM="></latexit>

M
<latexit sha1_base64="UDNRVWVGHNSVPzRJQltrPQgrjYA="></latexit>

c(M)

<latexit sha1_base64="UsX65lGc75/ehFUfJlWDn72uqDY="></latexit>

A � A
⇠�!
M

B ⇢ B

ボトルネック距離とは, 次で定義される拡張擬距離: 

安定性(stability)

<latexit sha1_base64="sb7WE9MoaqXGzr4w5er3Uh4GdfM="></latexit>

R2 <latexit sha1_base64="KwF0yRhnjvjHXtFmNwAASidr87I="></latexit>

A, B
全単射  :

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysis

<latexit sha1_base64="qq/2b193e6SlvzzOtrxK+ECINUQ="></latexit>

M

“拡張” … 値に を取り得る.<latexit sha1_base64="qojQUiL7vCn9qlxmqwveaz0Ijzw="></latexit>1
“擬距離” … 

<latexit sha1_base64="O+ja2A3WutC0R1VRCPUzcD4p4m8="></latexit>

dB(A,B) = 0 6) A = B.

<latexit sha1_base64="bUAQ17wgiYo6D2U3gd4TG44EV1E="></latexit>

R := R t {±1} : 拡張実数

<latexit sha1_base64="xg3HzBRCYffnPTwtNixnjzY89hk="></latexit>

c(M) := max

(
sup
p2A

kp�M(p)k1, sup
q 62AtB

|q2 � q1|
2

)
.

<latexit sha1_base64="qpI/oC50JMkAYKqgzlFnJcWMHM0="></latexit>

dB(A,B) := inf
M

c(M).
<latexit sha1_base64="KwF0yRhnjvjHXtFmNwAASidr87I="></latexit>

A, B
<latexit sha1_base64="KwF0yRhnjvjHXtFmNwAASidr87I="></latexit>

A, B



Theorem（安定性定理）

<latexit sha1_base64="Jf9VRQTRT/R1H8X4ScJ2Y4jz/Uw="></latexit>

X : 関数.
<latexit sha1_base64="fdpJMJs63I0P5HsiVZ88g1YVT1Y="></latexit>

f, g : X ! R

: パーシステンス図（多重集合）.

<latexit sha1_base64="lapHm3zB4yJZOVSGuBxsdt2/IDs="></latexit>

dB(D(Vf ),D(Vg))  kf � gk1.

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="6zbsJboUpUXtVtiPadH0V8UsklU="></latexit>

Modules

<latexit sha1_base64="liu8sXtNFum6EQ7hoXc1AZRoc/E="></latexit>

Persistence
<latexit sha1_base64="JPKR3CR/8yJkLbRe+gtE8bJ1rh4="></latexit>

Diagrams

<latexit sha1_base64="2oxs3oDbiOiASMRcB5zhFiYkOlw="></latexit>

Filtration

<latexit sha1_base64="SkTkL10QvgotkFClpWeVaIiLTX0="></latexit>

Data

<latexit sha1_base64="DrO/mJ3acVG3NJ029YWppBxvOHU="></latexit>

PH Analysis

<latexit sha1_base64="daruxsFLb476mJTGvBs1KgptvK0="></latexit>

kf � gk1 := sup
x2X

|f(x)� g(x)|.

: 位相空間. 

Corollary
有限部分集合 に対し, 以下が成⽴.

<latexit sha1_base64="3Q3MRPvMVsFhssBMtvAHqPO8edI="></latexit>

dB(D(VfP ),D(VfP 0 ))  kfP � fP 0k1.

<latexit sha1_base64="VKzyRZYjL9XU2DdHmmB/z7AbkXo="></latexit>

P, P 0 ✓ RN

安定性(stability)

<latexit sha1_base64="e+UrpGbF6+ioUdC2u/oA1XEA9OY="></latexit>

D(Vf ), D(Vg) ✓ R 2

<latexit sha1_base64="41ObN+C0qH8K4S5+5dfR5eNelro="></latexit>

Vf := Hq(S"(f)), Vg := Hq(S"(g)) 2 repk(R).



資料提供 多⽥駿介さん(神⼾⼤D3)
with HomCloud and python.

まとめ
パーシステントホモロジー解析は
データの「かたち」を捉える解析⼿法.

「かたち」＝ ”⽳”の持続性(パーシステンス)

表現論が⾃然に現れる.
摂動に対する安定性定理が成り⽴つ. 
ただし, 外れ値に対しては頑強ではない.

情報をパーシステンス図として出⼒.

最近では機械学習との組合せ.
特に材料科学への応⽤. 

〜 Special Thanks 〜

逆解析により”⽳”の特定・解釈が可能.



パーシステントホモロジー解析の
マルチパラメータ化(⾼次元化)に向けて

半径パラメータ
時間パラメータ

<latexit sha1_base64="rw02LOQTE5wGwGCvpONSwwhOBm8="></latexit>r
<latexit sha1_base64="3WQZ3OTlbnRSDHnUsbdDqlQu3VQ="></latexit>

t
e.g. 時系列PH解析

上の表現は
⼀般に区間では表わせない.

 表現の分類すら困難(wild表現型).

“パーシステンス図”
が定義できない！

“⽳”の解釈が困難！

<latexit sha1_base64="W2WvO+8fO6Ju7Af/mGbi5ptIT+k="></latexit>

P = RN

現在は表現論的な観点から性質や不変量を研究.
<latexit sha1_base64="hvsDZTwJE23a95sT/1kkOzjnrBI="></latexit>

repk(P ) 上の表現論へ



安定性定理の代数的理解
インターリービング距離

パーシステントホモロジー解析の
マルチパラメータ化(⾼次元化)に向けて

区間表現の理論
区間近似・区間分解次元



Answer is… Exercise.



Answer is… 

逆解析

Exercise.


